ECG

[Devoir maison n°4, a rendre le mercredi 20 décembre 2023]

Exercice n°1 : Etude d’une suite définie par un produit

On considere la suite (P,),,cy>1 définie, pour tout n € N*', par :

z k
P, = 1+—>.
(5

Lobjectif est de montrer que (P ),cn>1 converge et de déterminer sa limite.
1. Calculer P, P; et Ps.

2. Python : Ecrire une fonction Python suitel qui prend pour argument une entier n supérieur a 1 et qui renvoie la valeur P,. En
testant votre fonction avec des valeurs de n de plus en plus grandes (10, 100, 1000...), conjecturer que (Py),en>1 converge et une
valeur approchée a4 10° de sa limite.

On introduit la suite auxiliaire (S,,),cy>1 définie, pour tout n € N>, par : S,, = In (P,).
3. Soit n € N*!. Ecrire S, a l'aide du symbole Z

4. Montrer que :

ZCZ

Ve e Ry, z—Egln(1+m)<m.

5. En déduire que :
2
(n+1)(6n* —2n —1) <5, < n+1.
12n3 2n

Vne N7,

6. Conclure.

Exercice n°2 : Etude d’une suite récurrente du type u,1 = f(u,) dans un cas ou f décroissante
On considere la suite (un)nen définie par uo = 0 et, pour tout n € N :

1
1+'U/n.

Up+1 = 1 +

. P 1 L.
On note f la fonction définie sur Ry par f:x— 1+ Toa On admet que f est dérivable sur R..

1. Python : Ecrire une fonction Python suite2 qui prend pour argument une entier positif n et qui renvoie la valeur u,.

2. Calculer u1, us et us.
3. Etudier les variations de la fonction f sur R. Déterminer 'unique point fixe de f.

4. Représenter les cinq premiers termes de la suite (u,)nen puis conjecturer les variations et le comportement asymptotique des
suites (un)nen, (Uzn)nen €t (Uzn41)nen.
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10.

Démontrer que, pour tout n € N, u,, est bien définie et 0 < u,, < 2.
Déterminer une fonction g, définie sur R, telle que, pour tout n € N, uant2 = g(u2n). Déterminer 'unique point fixe de g.
Démontrer la conjecture réalisée a la question 3. quant aux variations de la suite (u2n)nen.

En déduire que (u2n)nen converge puis déterminer lim wuap.
n—-+0o0

Montrer que (u2n+1)nen converge et déterminer lirf U2n41-
n—40o0

En déduire que (un)nen converge et donner sa limite.

*x* Fin du sujet ** *



