‘TD n°12 - AppliC&tiOﬂS et continuité Exercice n°4 Composition d’applications bijectives

3x+4
1. On considére I'application f : R} —]3;4[, v — v +1
Applications | T+
Montrer que f est bijective et déterminer f~1.
Exercice n°1l Déterminer des ensembles images par une application 2. On considére lapplication g : R — R, 21— e2a+1
c 1 s . . . 2
1. On considére Iapplication f: R = R, z + 7. Montrer que g est bijective et déterminer f~!.
Représenter f puis déterminer 'image de f, £([0;3]), f([—1;2]) et f(] — o0; vV2]). se2etl | 4
esrTt 4
1 3. On considére 'application h : R —3;4[, x — ——
2. On consideére lapplication g : R* —» R, z +— —. 1l consicere Tappheation [3;4], @ e+l 41
x
Représenter g puis déterminer 'image de g, g([2;4]), g(]0;2]) et g([—1;0[N]0;5]). (a) Exprimer h en fonction de f et g.
3. On considére I’application h: R — R, = — 22 — 5z + 6. (b) En déduire que h est bijective ainsi que h™?.
(a) Faire le tableau de variation de h puis déterminer I'image de h, h(]3,+oc[), Exercice n°5 Etude d’une bijection classique
h(] = o0; —1]) et A([0; 5]). o et —e "
) . . On considére application f: R - R, x — ———.
(b) Soit y € R. Déterminer le nombre d’antécédent de y par h en fonction de la 2
valeur de y. Montrer que f est bijective et déterminer f~1.

Exercice n°2 Injectivité, surjectivité, bijectivité d’une application

En cas de bijectivité, on donnera la réciproque. Montrer que :

Exercice n°6 Etudier la continuité d’une fonction définie par morceaux

[ Ry —R f]=001[— R | R— [-1;400]
fi T s 392 Ja: z+— In(1 — ) fs: 522 1 Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leurs ensembles de définition :
injective, non surjective bijective surjective, non injective C(a+1 siz<? exp(222) —1
a(z) = 2 . _ ) ————— six#£0
x:—1 siz>2 d(z) = z
R\[-2;2] — Ry R\{3} — R\{2} R —] - 11| 2 siz=0
fa: x? 5 2243 f6: eT —e " 9
T — r— ——— ¢ —x—6
22 —4 N r=3 e e b(x) = z—3 siz#3 In(1 + z?) .
non injective, non surjective  Pijective bijective 5 sizr=3 %52) . siz >0
exp(2z) — .
Exercice n°3 Notion d’application réalisant une bijection ) efz) = 62 siz <0
. 1 .
z? -3 () =9 1+elle stz #0 3 o=
On considére 'application f: R — R, x — W1 2 siz=0
x

, L , N ) PR i o
1. Montrer que I'application f n’est pas bijective. Est-elle injective 7 surjective ? Exercice n°7 Prolongement par continuité en un point

2. Déterminer deux ensembles A et B, les plus “grands” possibles (au sens de Justifier que les fonctions suivantes sont continues sur leur ensemble de définition R\{zo},

I'inclusion), afin que f réalise une bijection de A sur B. puis déterminer si elles sont prolongeables par continuité en {zg}.
3
2
flz) = %f;% sur R\{~1} g(z) =3 sur R\{0} hz) = — fﬁ sur R\{2}.



Exercice n°8 Savoir utiliser le TVI

Les questions qui suivent sont indépendantes.

1. Montrer que 'équation 217 = 2141 d’inconnue € R posséde au moins une solution.
. 2?2 -5 .
2. Montrer que I’équation In(x) = T d’inconnue z € [1;10] posséde au moins une
x

solution.
3. Soit f une fonction continue sur [0;1] et & valeurs dans [0; 1].
(a) On note g : z — f(z) — z. Quel est le signe de g(0) 7 de g(1) ?
(b) Montrer que I’équation f(z) = = admet au moins une solution dans [0; 1].

Exercice n°9 Savoir utiliser le théoréme de la bijection continue
e’ —1

et +1°

1. On considére la fonction g : R — R définie par g :  —

Dresser le tableau des variations de f limites comprises.
réalise une bijection de R sur un intervalle J & préciser.
1

En déduire que g

Justifier que la bijection réciproque, notée g~ -, est continue et dresser le tableau
des variations de ¢! en précisant les limites aux bornes.
Déterminer Iexpression de g~ .
2. Soit f la fonction définie sur R par f:z— x — 2+ In(z).

(a) Faire I'étude compléte de la fonction f limites comprises. En déduire que f
réalise une bijection entre deux ensemble que vous préciserez.

(b) Montrer que I"équation f(z) = 0 admet une unique solution a € R”}. Justifier
que « € [1;2].

3. Montrer que I’équation 2>

Justifier que « € [0,1].

e” = 1 d’inconnue z € R admet une unique solution a.

Exercice n°10 Etude d’une suite définie implicitement du type f(u,) =k, n°1

On définit sur R} la fonction f: z +— = + In(x).

1. Dresser le tableau de variation de f. En déduire que f réalise une bijection de R sur
un intervalle J a préciser et donner le tableau de variation de la bijection réciproque
notée f1.

2. Soit n € N=1. Montrer que I’équation f (z) = n posséde une unique solution, notée
Un, sur R% . Exprimer cette solution a l'aide de L

3. Justifier que la suite (uy),cn>1 est croissante et donner sa limite.

Exercice n°11 Etude d’une suite définie implicitement du type f(u,) =k, n°2

Soit n € N=!. On considére 'équation z In(z) = n d’inconnue z € [1; +oo].

On admet que 2 < e < 3.
1. Montrer que cette équation posséde une unique solution qu’on notera wu,,.
2. Démontrer que la suite (uy,),enz1 est croissante.
3. Vérifier que f(e) = e. En déduire que, pour tout n € N=3, e < u,,.
4. En déduire que, pour tout n € NZ3, u,, < n.
5. En déduire que, pour tout n € N=3, % < Uy,
Conclure quant au comportement asymptotique de (uy,).

Exercice n°12 Etude d’une suite définie implicitement du type f,(u,) =0 n°1

Soit n € N22. On considére la fonction f,, définie sur [0,1] par fp:x+— 2" +1—nz.
1. Etudier les variations de f, sur [0, 1].

2. En déduire que, pour tout n € N2, I'équation frn(x) = 0 posséde une unique solution
sur [0,1]. On note u,, cette valeur.

3. Monotonie de (uy,)
(a) Etudier le signe de f,4+1(z) — fn(z) sur lintervalle [0, 1].

(b) En déduire que fr1(un) < frog1(Unt1)-
(¢) En déduire la monotonie de la suite (u,) puis la convergence de cette suite.

2
4. Démontrer que, pour tout n € N22, 0 < u, < —.
n

5. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice n°13 Etude d’une suite définie implicitement du type f,(u,) =0 n°2

Soit n € N23. On considére 1’équation 2™ + x2 + 22 — 1 = 0 d’inconnue z € R .
On introduit la fonction f,, : @ — 2" + 2% + 2z — 1.

1. Dresser le tableau de variation de f, sur Ry limites comprises.

2. Montrer que cette équation posséde une unique solution dans R qu’on notera wu,.

2

Montrer que (uy,),en>s €st croissante.

1
Justifier que u,, € ]O; = [

En déduire que (uy),en>s converge vers un réel £. Donner un encadrement de £.

Justifier que ], converge vers 0 lorsque n tend vers +o00.

o g W

En déduire la valeur de /.



