'TD n°6 - Limite d’une suite|

Exercice n°1l Savoir déterminer la limite d’une suite définie explicitement

Dans chacun des cas, déterminer (si elle existe) la limite de la suite (un) :

6 n k n
1) u, = 1 _ 2
5n2 4+ 3 5)un:Z<—Z) g)un_7n+1
n k=0
2)un:4+(f%) . n 10) up = V4n24+n—n
6 un= s S 3o
n 11) up = ———
S)Un:% (n+ 1" Jun =
o 7) w, = n3" — 3"+ 12) un =Vn+1—+/n
Dun =725 8) uy = VI
" o +4

Exercice n°2 Utiliser le théoréme d’encadrement pour étudier une suite définie par

une somme
n

C s . P >1 _ n
1. On considére la suite (un) définie, pour tout n € N="| par u, = ; Ak
n n

1
(a) Soit n € N='. Montrer que, pour tout k € [1;7], ] < CR < poSE

n2

M ey, <
ntl == 2

(c) Conclure quant au comportement asymptotique de la suite (ur).

(b) En déduire que :

2. En réalisant une approche similaire a celle de la question précédente, montrer que la suite
2n

(vn) définie, pour tout n € NZI7 par v, = Z ——— converge et déterminer sa limite.
= n?+ k

Exercice n°3 Utiliser le théoréme d’encadrement pour étudier une suite définie par
une somme

n
1
Soit n € NZ*, on pose H,, = —.
P > %
k=1
1. Etudier la monotonie de (H,,).
Que peut-on en déduire concernant le comportement asymptotique de (H,) ?

2. Montrer que, pour tout z € Ry, In(1+z) < x.

3. En déduire que, pour tout k € N=' In(k + 1) — In(k) <

x| =

4. En déduire que, pour tout n € N=*, In(n+1) < Hy,.

5. Conclure quant au comportement asymptotique de la suite (Hy).

Exercice n°4 Utiliser la monotonie pour étudier une suite définie par une somme

n
Soit (ur) la suite définie, pour tout n € N, par u, = Z k’%
k=1
1. Etudier la monotonie de (un).
1 1 1
2. Démontrer que, pour tout k € N=2, m < w2 < m
3. Déterminer a,b € R tels que, pour tout k € sz, m = % + %_;_1
1o >1 3 1 1
4. En déduire que, pour tout n € N=", — — <up <2——.
2 n+1 n

5. En déduire que (u,) converge et donner un encadrement de sa limite.

Exercice n°5 Justifier qu’une suite récurrente convergente et déterminer sa limite

On considére (u,) la suite définie par ug = 4 et, pour tout n € N, unpy1 = f(un)
ol f:x+ 2+ x est définie sur [—2; +o0].

On a vu au chapitre précédent que :
e (uy) est bien définie ;
e pourtout n € N, 2 <wu, <4
e (uy) est décroissante.
1. Justifier que (un) converge.
2. Résoudre dans [2; 4o00[ 'équation f(z) = .

3. Déterminer la limite de (uy). Justifier soigneusement.

Exercice n°6 Déterminer la limite d’une suite définie par itérations

On considére la suite (un)n>1 définie, pour tout n € Nzl, par u, = \/9 +14/9+V9+... V9.

n fois

Justifier que (un)nen converge et déterminer sa limite.

Exercice n°7 Justifier qu’une suite récurrente diverge vers oo

On considére la suite (un)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N, w41 = w2 +up + 1.

1. Démontrer, par récurrence, que pour tout n € N, u, > n.
En déduire que la suite (un)nen posséde pour limite 4o00.

2. On utilise une autre méthode pour étudier le comportement asymptotique de (un)nen.
(a) Montrer que (un)nen est croissante. En déduire que (un) posséde une limite.

b) En raisonnant par ’absurde, montrer que (u,) diverge avec pour limite +o0.
g
Rédiger soigneusement.



1. Déterminer les variations de la fonction f : x — 22+ dx + 2, définie sur R.

Exercice n°8 Etude compléte guidée d’une suite récurrente : cas f croissante (d) En déduire, par récurrence, que la suite (u2n) est minorée par V2 et décroissante.
3 . .
On considére (uy) la suite définie par ug = ~3 et, pour tout n € N, upnt1 = v + dun + 2. (e) Justifier soigneusement que (u2n) converge vers V2.
(f) En déduire que (ugn+1) converge vers v/2.
)

(g) Conclure quant a la convergence de (un).

2. Déterminer les points fixes de f et étudier le signe de la fonction x — f(z) — x.

Compléter le tableau de variation avec les points fixes trouvés.

L , . R . . Exercice n°10 Utiliser le théoréme des suites adjacentes
3. Reéaliser le schéma en escalier associé a cette suite et conjecturer le comportement asympto-

tique de (un). On considére les suites (un) et (vn) définies, pour tout n € N, par :

"1 "1 1
Un =D g U=t
k=0 k=0

6. Dans cette question on suppose que ug = —5 1. Montrer que (un) et (v,) sont adjacentes.

4. Montrer que, pour tout n € N, —2 < u,, < —1.

5. Prouver que (un) est décroissante. En déduire que (u,) posséde une limite et la déterminer.

a 2. Conclure.

b

(a) Conjecturer le comportement asymptotique de (up).
(b) Montrer que, pour tout n € N, —1 < wy,. . . . . Lo . . .
Exercice n"11 Suites extraites des indices pairs et impairs

)
)
¢) Prouver que (u,) est croissante. En déduire que (uy,) posséde une limite. . . .
(c) que (un) que (un) p On considére la suite (S,,) définie, pour tout n € N, par :
)

(d) En raisonnant par ’absurde, montrer que (u,) diverge avec pour limite +o0.
Rédiger soigneusement. mo(=1)k
g g 5. =% ( k)
Exercice n°9 Etude compléte guidée d’une suite récurrente : cas f décroissante k=1

1. Montrer que les suites (S2n)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont adjacentes.
1. Montrer que V2=1+ s " -

. On peut alors écrire :
14++2 2. Conclure quant au comportement asymptotique de (.S,,).

\/5:1+; \/5:1+; V2=1+ !

1 1 1
2+ 2+ 1 2+ 1
1+v2 2+ 2+
1+v2 94 1
1++2
Ce procédé itératif suggére l’écriture «infinie » V2=1+ ! T
2+ 1
2+ 1
2+ T
2
+ 2+..
fi =L+ — R
Pour formaliser cette écriture, on va poser . 1+ 1
1+x
up = 2

et introduire la suite (u,) définie par : { ¥neN, unii = f(un)

On admet que (uyn) est bien définie.
2. (a) Justifier que f est décroissante et que son unique point fixe est V2.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 1 < up, < 2.

(¢) Exprimer usn+2 en fonction de f et de uap.



