'TP - Sommes doubles)|

Soit n € N2, On considére A = (a; ;)1<i<n une matrice carrée d’ordre n.
6,5 ) 1<i<
1<j<n

1 Sommes doubles carrées (indices indépendants)

Objectif : On souhaite calculer la somme des coefficients de la matrice A.

Définition
La somme des n? coefficients de A est notée : g a;j ou encore E ai ;-
1<ij<n 1<i<n
15j%n

Cette somme est “double” car elle fait intervenir deux indices : ¢ I'indice de ligne et j 'indice de colonne.

ailr @12 a3
Exemples : 1) Pourn=3, A= (ai’j)lgigg = |a91 a99 ao3| et la somme des coefficients de A est :
1<5<3
azi agz ass

E Qi ; = a11 + @12 + ai3 + ag1 + ase + ag3 + as1 + asz + ass.
1<4,5<3

I1x1 1x2 1x3
2)SiA:(in)1§i§3: 2x1 2x2 2><3,0na:
1=5<3 3x1 3x2 3x3

2: a;; = E: i =1x14+1x2+1x3+2x14+2x24+2x3+3x1+3x2+3x3
1<i,5<3 1<4,5<3

=1x(1+2+3)+2x1+2+3)+3x(1+2+3)
=(1+2+3)x(1+2+3)
=36

Sommation par lignes, par colonnes

ar a2 ... Qip
. azy Qa2 ... Q2n
Pour calculer la somme des coefficients de A = (a; j)1<i<n = | . . . |, on peut :
1<j<n : : : :
Gpl On2 ... Gnn

(i) commencer par déterminer la somme des coefficients de la ligne ¢, puis sommer les résultats obtenus ;

(ii) commencer par déterminer la somme des coefficients de la colonne j, puis sommer les résultats obtenus.

Le résultat suivant résume cela :

Théoréme

n n
(1) E ai; = g E ai j (on commence par fixer la ligne ¢ dont on calcule la somme (d’indice j) des coefficients,
1<ij<n i=1 \j=1

somme de la ligne ¢
puis on somme les résultats)

(ii) Z a;; = Z (Z ai,j> (on commence par fixer la colonne j dont on calcule la somme (d’indice i) des

1<i,j<n j=1 \i=1
~—_———

somme de la colonne j
coefficients, puis on somme les résultats)

Exercices de cours : Calculer : S = Z i, So= Z (i+37), S3= Z 9%i=7,

1<i,j<n 1<i,j<n 0<i,j<n

Sommer sur les lignes ou colonnes permet de se ramener a deux calculs de sommes sur un seul indice

Exercices : Calculer Sy = Z 1, S;= Z ij, Se = Z min(i, j).

1<ij<n 1<ij<n 1<i,j<n



2 Sommes doubles triangulaires (indices dépendants)

Objectif : On souhaite calculer la somme des coefficients de la matrice A = (a; ;)1<i<n qui sont
1<j<n

e au-dessus de la diagonale (ou en-dessous)

e strictement au-dessus de la diagonale (ou strictement en-dessous)

Remarques :
1) Le coefficient a; ; est sur la diagonale lorsque ¢ = j. Il y a n tels coefficients.

2) Le coefficient a; ; est au-dessus de la diagonale lorsque 7 < j (resp. en-dessous lorsque j < 7).

1
Ilya M tels coefficients.

3) Le coefficient a; ; est strictement au-dessus de la diagonale lorsque i < j (resp. strictement en-dessous lorsque j < 7).

nin—1)
1l e —
ya B

tels coefficients.

Définition
e La somme des coefficients de A au-dessus de la diagonale (resp. en-dessous) est notée :
Z Qg (resp. Z ai,j)
1<i<j<n 1<j<i<n
e La somme des coefficients de A strictement au-dessus de la diagonale (resp. strictement en-dessous) est notée :

Z a;; (resp. Z a; ;)

1<i<j<n 1<j<i<n

ai1 a2 a13
Exemples : Pour n=3, A= (a;;)1<i<s = [a21 a2 a3

1<5<3
== asz1 Q32 a33
1) La somme des coefficients au-dessus de la diagonale de A est : E a;; = a1 + a2 + az + asz + a3 + ass.
1<i<j<3
2) La somme des coefficients strictement au-dessus de la diagonale de A est : E Qi 5 = a12 + a13 + ag3.

1<i<j<3
Sommation par lignes, par colonnes : E a;; et E a; j
1<i<j<n 1<i<j<n
On peut, comme dans le cas des sommes carrées, se ramener a deux calculs de sommes sur un seul indice. En effet, on a :
e Cas1<i<j<n

— Sionfixelaligne 1<¢<n alors i<j<n en termes de sommes : Z = Z Z
1<i<j<n  1<i<n \i<j<n

— Sion fixelacolonne 1<j<n alorsl1<i<j en termes de sommes : Z = Z Z
1<i<j<n  1<j<n \1<i<j



e Cas1<i<j<n

— Sionfixelaligne 1<i<mn, ie 1<i<n—1 alors i<j<n, ie i+1<j<n en termes de sommes
1<i<j<n  1<i<n—1 \i+1<j<n
— Sionfixelacolonne 1<j<n, ie2<j<n alors 1<i<yj, e 1<i<j—1 en termes de sommes
1<i<j<n  2<j<n—1 \1<i<j—1
Ce qui nous améne au résultat :
Théoréme
n n J
OEDIRFED DI EDD (Z am)
1<i<j<n i=1 \ j=i j=1 \i=1
n—1 n n 7j—1
(@) > ay=3 | > ey = (Z am)
1<i<j<n i=1 \j=i+1 j=2 \i=1
. 1 )
Exercices de cours : Calculer : S; = 1,59 = Z -, S3= Z j
1<i<j<n 1<i<j<n J 1<i<j<n
Exercices :
)
1) Calculer: S; = 17, Sy = - S = i— gl
) 4 Z 75 5 Z ] + 1 ) 6 Z | j|
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i,j<n
n n
. >1 . N ]-
2) Soit n € N=*, on considére H,, = T Montrer que Z Hy=(n+1)H, —n.
k=1 k=1
n—1

) -1 1
3) Soit n € N=22. Calculer Z 3 de deux facons différentes. En déduire la relation Z kH;, = % (Hn - )

1<i<j<n

k=1

4) Calculer Z 27 de deux fagons différentes. En déduire Z k2.

1<i<j<n

k=1

2




