PCSI

(Correction du Devoir libre n°4)

Lobjectif de ce devoir est de démontrer la limite annoncée lors du TD sur les suites :

. 21 w2
Jdm X

On considere les suites d’intégrales (I, )nen et (J,)nen définies par :

NE

% 2n 2 2n
VneN, I,= j cos”" (z) dz et In = J z° cos”" (z) dz.
0 0

Remarque : Pour tout n € N, les fonctions x — cos’™(x) et © — x° cos " (x) sont continues sur le segment [0; g], ainsi les
intégrales I, et J, sont bien définies.

1. Calculer Jj et justifier que, pour tout n e N, 0 < J,.
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Soit n € N, pour tout x € [O; g], on a0 < z*(cos™(z))°. Par positivité de 'intégrale on obtient 0 < J 22 cos® (z) dx = Jy.

0
Donc :|VneN,0< J, |

2. ATaide d'un changement de variable affine que vous préciserez (voir formulaire de trigonométrie!), montrer que, pour

toutneN: I, = Jz sin®" (z) dz.
0

Soit n € N. On pose le changement de variable affine x = g —t, ainsi do = —dt et on a le changement de bornes suivant :
™
t=5 — z=0 . T 1 T T .
. (2) « . La fonction t — 5~ t est de classe € de [0; 5} a valeurs dans [0; 5] sur lequel la fonction
= > = o
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x +—> cos " (x) est continue. On a alors :

T 0
I, = J2 cos”™(x) da = J cos”" <E - t) (—dt) = J sin®™ () dt.
0 2 0

Jusy

[N

Dou :|\VneN, I, = JQ sin®™ (z) da
0

2n)! .
On a montré en cours que, pour tout n €N, I, = 4( (n?)2 g On admet donc ce résultat dans la suite.
n(n!

3. Montrer 4 I'aide de deux IPP successives que, pour tout k € N°*, on a :

I, = —2K° Ji, + k(2k — 1) Jj—1.
Soit k € N*'. Les fonctions x — x et x — cos”* () étant de classe €* sur [0; g}, on a par IPP :

I, = Jf 1 x cos?* (z)dz = [z COSzk(m)]% B L? - [(%)(_ sin(z)) Coszk—l(z)] da

0

=2k J% x [sin(m) cos%_l(x)} dz
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Les fonctions x — % et © — sin(z) cos®™ () étant de classe € sur [O; g], on a par une seconde IPP :
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- Lﬁ = [cos(a) cos™ ! (@) — (2k — D sin* () cos™ (@) d

Il
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x [sin(az) cos® ! (m)} dz

sin(z) cos%*l(x)”

0

-1 J2 2% cos®™ (x) dx — (2k — 1)J2 z? [(1 — cos®(z)) COSZk*Z(z)] dz
2| Jo 0
_ 1 % 2 2k % 2 2k—2 % 2 2k
=—3 z°cos™(z)dz — (2k — 1) x° cos (z)dz + (2k — 1) z° cos™(z) dz
0 0 0
1
= 5 [Jk — (2]€ — I)Jk_l + (2]{ — 1)Jk]
- %(21@ )t — k.
En fin de compte : | Vk € N>1 I, = 2k [ 2k = 1)Jp—1 — ka] = —2K> T, + k(2k —1)Jg—1
R (R T
. En déduire que, pour tout k € N el 26— 2)! Je—1 28! Jk.
. >1 . L, 2 (Qk)' s
Soit k € N”". On a par la question précédente : I, = —2k* Jx + k(2k — 1)Jk—1. Or I, = T (n))2 5 donc
n.
(%Kk Dim 2 B
(k')(k') D) —2k°J, + k(zk 1)Jk—1
k(2k — 1)! m

c’est-a-dire : = —2k>J + k(2k — 1)Jx_1 ou encore

(k- DY ((k— 1)) 482

e - -
i —2k ka + k(2k — l)Jk’IW
et donc
Ak —1))? 4" (k1)?
W e M et

2 4n+1(n!)2

. En déduire que, pour tout n € N=', ];1 % = % W‘]’L'

kE—1 _ N2 k(1.1
Soit n € N*'. Pour tout k € [1;n], on a par la question précédente 47];2 = 4(2(2147)1!).)#_1 - 4(2(];)) Ji. En sommant
sur les indices k € [1; n], on obtient :
T 1 o[ 4FY( 1)!)2 4% (k12 . . .
1 ;;1 = Z:: ( %)l Jo—1 — 28! Jk> [On reconnait une somme télescopique]
B 4"(n!)2
= gy
_ ld _ 4™ (n!)?
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2 4n+1(n!)2

Donc, on obtient la relation Z % = % WJH ‘
2 m(2n)!

4n+l(n!)2

6. On montre dans cette question que la suite
m(2n)!

Jn) converge vers zéro.
n=1
2
(a) Montrer que, pour tout = € [0; g] S < sin(x).
. . 2 .
On étudie la fonction f : x — sin(x) — e définie sur [0; g]

g], f'(z) = cos(z) — % et f"(x) = —sin(z).

Comme, pour tout x € [O; g], f"(z) < 0 (avec f"(z) = 0 < = = 0), la fonction f est strictement décroissante

La fonction f est deux fois dérivable sur [0; g] et on a, pour tout x € [0;

2



2 2 . . . .
sur [0; g} avec f/(0)=1—=>0et f (g) = —Z < 0. La fonction f' étant continue strictement décroissante sur
™ TI'
2 2 S . . .
[0; g} a valeurs dans [—;; 1-— ;], elle est bijective et il existe un unique « € ]O; g[ tel que f'(c)) = 0. De plus,

pour tout x € [fz;a[, f'(z) > 0 et pour tout x € ]a; 1-— g], f'(z) <o.
™ ™

Donc f est strictement croissante sur [0; o] et strictement décroissante sur [a; g], et comme f(0) = f (g) =0, le
minimum de f est 0.
. . 2
Autrement dit : |Vx € [O; g], 0 <sin(z) — =z |
™
. =1 2 . 7T2 % .2 2n . TI'QIn
(b) Soit n € N°'. En déduire que : J, < —J sin”(z) cos™ (z)dz, puis que J, < ——.
1), 8(n+ 1)
A laide de l'inégalité précédemment montrée, on a,
2 2
pour tout T € [0; g], 2% cos”" (z) < (g sin(ac)) cos®™ (z) < % sin® () cos™ (x).
Par croissance de lintégrale, on obtient :
E 2 2n m (2 22 2n
In =J z° cos™" (z)dx < ZJ sin”(x) cos™ (z) dz.
0 0
De plus
(2 22 2n m (2 2 2n
—J sin“(z) cos™ (z)dz = — | (1 — cos”(z)) cos™ (z) dz
4 Jo 4 Jo
2 3
- cos®™(z) — cos® T (z) da
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2
T
= I(In - In+1)
72 (2n +2)(2n + 1)
= In - —2[n
4 4(n+1)
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Donc :|VneN"" J, < —1I, |
8(n+1)
47L+1(n!)2 )
(c) Montrer que — converge vers z€éro.
7T(2n)' n=1
Soit n € N”'. Linégalité montrée & la question précédente se réécrit : J,, < ull (2n)! =
n . I, < — n
g a p "S 8+ 1) 4 (nh)2 2
2 n+1/, 1\2 2
™ m(2n)! 1 P 4" (nl) T
ou encore J, < = et on en déduit que Jn < .
2(n + 1) 4+1(nl)2 2 ue = on)! A(n+1)
. . . >1 4"+1(n!)2 7'('2
On a montré a la question 1. que 0 < J,, ainsi, pour tout n € N°", on a 0 < Jn < . Or,
w(2n)! 4(n+1)

2 n+1 2
. 4 !
lim —r  — 0, donc, le théoréme d’encadrement nous assure que la suite &Jn converge et
n—to 4(n + 1) m(2n)! n>1
que, de plus, sa limite est 0.

7. Conclure.
4n+1 (n|)2

Comme la suite < ~2n)!

Jn) converge vers 0, la question 5. nous assure que
n=1

i i 7 127 4n+1(n!)2J 7_(_72
1 k2 6 71'(2n)! n—+w 6

. . | 2
Conclusion : | La suite Z w2 converge vers 3
k=1 n=1
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