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1. Composition des limites

Soient f : I —» R, g: J — R (I,J intervalles) tels que f(I) C J.
Soienta e I,be Jetl eR.

Montrer que si lim f(z) =bet hn%; g(y) = £ alors g o f posséde une limite en a et lim (g o f)(z) = ¢.
Tr—ra y*} r—a

Note : On traitera le cas ot a,b, £ € R.

Preuve : On traite le cas ou a,b, £ € R.

Montrons que g o f admet £ pour limite en a. Soit ¢ > 0.

(i) Comme lin})g(y) =0: 36>0,YyeJNb-—358b+4], |g(y) — ¥ <e.
y—r
On fixe un tel § > 0.

(i) Comme lim f(z)=b: In>0,VeeIN[a—na+n], |f(zx)—b <d ie f(z)e[b—0b+0]
On fixe un tel n > 0.
(iii) Enfin, comme f(I) C J (i.e.Vz €I, f(z) € J),ona:Vz € IN[a—n;a+n], f(z) € JN[b—;b+ 4]

En conclusion : en combinant les points (i) et (iii), on obtient que :
Ve elIN[a—ma+n], |g(f(z) —L <e.

Donc g o f admet une limite en a et lim (g o f)(z) = £.
r—ra



2. Application du TVI a un probléme de point fixe
(i) Enoncer le théoréeme des valeurs intermédiaires.
(ii) Soient (a,b) € R* aveca < bet f : [a;b] — [a;b] continue.
Montrer que f posséde un point fixe.
Preuve :

(1) Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soient I un intervalle, f : I — R continue et (a,b) € I” avec a < b.
Soit v un réel compris entre f(a) et f(b).
Alors il existe ¢ € [a; D] tel que f(c) = ~.
(ii) Par définition de f on a, pour tout = € [a;b], a < f(x) < b. En particulier a < f(a) et f(b) < b.
On considére la fonction g : = — f(z) — = continue sur l'intervalle [a;b] comme différence de deux fonctions continues.

Comme g(a) = f(a)—a > 0et g(b) = f(b) —b < 0, le TVI appliqué a la fonction g entre a et b nous assure qu’il existe ¢ € [a; ]

tel que g(c) =0, i.e. f(c) = c. Donc f admet bien (au moins) un point fixe sur [a; b].



3. Autour du produit matriciel

Soient n,p, q,r € N=*.
(a) Rappeler la définition du produit A x B des matrices A € M,, ,(K) et B € M, 4(K).

(b) Montrer que le produit matriciel est associatif, i.e.
VA € My p(K), VB € M, 4(K), VC € My r(K), (AxB)xC=Ax(BxC().

Preuve :

(a) Soient A = (ai,j) S Mn,p(K) et B = (bi,j) S an(K).
On définit la matrice A x B = C' = (¢;,5) € My ¢(K) par:

p
V(i,j) € [Lin] x [Lq], cij = airb;.
k=1

(b) Soient A = (ai,j) S Mn,p(K), B= (bi,]‘) S Mp,q(K) et C = (Ci,j) € Mq,r(K)-

Montrons que : V(i,j) € [1;n] x [1;r], [(Ax B)xC],, =[Ax (B xC)]

%) 43"

Soit (i,7) € [1;n] x [1;7].
e D’une part :

q
[(AxB)xC], ;= Z [Ax B, . ck,j
k=1

q p
= Z (Z Qi,s bs,k) Ch,j
k=1 \s=1
a p
= Z Z Qi,s bs,k Cr,j-

k=1s=1

e D’autre part :

P
[Ax (BxQO),;=> ais [BxC],;
s=1
r q
= Z Qi,s <Z bs,k Ck,j)
s=1 k=1
r q
= Z Z @i,s bs,k Ck,j

s=1k=1

q r
= E E Aj,s bsﬁk Ck,j-

k=1 s=1

Ainsi [(Ax B) x (], ; =[Ax (Bx ()], ;, cequiconclutla preuve.



4. Caractérisation de linversibilité d’'une matrice en terme de systéme

Soient n € N=' et A € M,,(K). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A € GL,(K).
(ii) Pour tout B € M,, 1(K), le systétme AX = B d’inconnue X € M,, 1(K) posséde une unique solution.

Preuve : Raisonnons par double implication.
(i) = (i) : Supposons que A € GL, (K). Soit B € M, 1(K). On a
VX € Mp1(K), AX=B & A" (AX)=A"'B & X=A""'B.

Donc le systéme AX = B posséde une unique solution qui est X = A™'B.
(ii) = (1) : Supposons que pour tout B € M, 1(K), le systéeme AX = B d’inconnue X € M,, 1(K) posséde une unique solution.
Montrons qu’il existe C' € M,,(K) telle que AC = CA = I,.

* On cherche C = [C1 ] ... |Cy] € M, (K) telle que :

1 0 0

0 1 0
AC=[AC| ... |AC ) =| | |...]  |=I

0 0 1

€1 €2 Lo En

Pour tout j € [1;n], il suffit de définir la matrice colonne C; comme étant I'unique solution du systéeme AX = e;.

Danscecas C = [C1] ... |Cy] vérifie AC = I,.
* Montrons que CA =1, :

Ona A(CA—1I,)=(AC)A—A=1I,A— A=0,.

En notant, pour tout j € [1;n], C~’j la j-iéme colonne de la matrice CA — I,,, on a

0 0
_ _ 0 0

ACA—1,)=0, < [ACI ‘ACn] - .
0 0

& Vjelin], AC; =0n1.

Or le systeme AX = 0,1 d'inconnue X € M, 1(K) posséde une unique solution qui est X = 0,1.
Donc, pour tout j € [1;n], Cj = On,1.
On en déduit que CA — I, =0, puisque CA=1,.

En conclusion, on a construit une matrice C' € M,,(K) telle que AC = CA =1,, donc A est inversible d'inverse C.



