Travail estival ECG1 2025/2026

Mathématiques appliquées

Pour me contacter :

e Pour toute question, vous pouvez me contacter a l’adresse :
blancmathematiques@gmail.com

e La page web consacrée au cours de mathématiques est : http://tblanc.fr

Vous allez intégrer en septembre la classe de ECG1. Félicitations !

Vous aurez, chaque semaine, 8 heures de mathématiques et une heure d’informatique. Le programme est chargé, le
rythme des cours et la quantité de travail a& fournir tout au long de ’année seront plus important qu’au lycée.
Dés lors, vos vacances doivent avant tout étre reposante ! Cela dit, il est également indispensable d’avoir préparé
la rentrée. A cette fin, je vous propose un programme de travail progressif.

e Vous aurez deux axes de travail distincts mais complémentaires :

— Travailler le calcul algébrique de base : pages 2 4 5
Si les mathématiques ne se résument pas a réaliser des calculs, on ne peut pas en faire & un niveau élevé
sans étre & l’aise sur les manipulations élémentaires.
La premiére partie de votre travail consistera donc a travailler les manipulations algébriques de base : frac-
tions, puissances, racines carrées, identités remarquables etc.

— Travailler quelques éléments sur les fonctions : page 6
La seconde partie de votre travail consistera & reprendre quelques points des programmes de lycée sur les
fonctions.

Les corrections de ces exercices sont disponibles sur la page web du cours.

e | La calculatrice est interdite aux concours| Elle ne pourra donc plus vous servir d’aide mémoire
ou faire les calculs de base a votre place ! Vous devez impérativement apprendre a vous en passer
et ne 'utiliser que pour vérifier vos calculs.

Bon courage a tous, et bonnes vacances,

Thomas BLANC


mailto:blancmathematiques@gmail.com
http://tblanc.fr

1. Premiére partie du travail : le calcul algébrique

Notations des ensembles usuels de nombres

e N est 'ensemble des entiers naturels : N ={0,1,2,3,...}.

(a)

Z est 'ensemble des entiers relatifs : Z =1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

D est I'ensemble des nombres décimaux. C’est l’ensemlble des nombres admettant une écriture décimale finie.
Par exemple : 6,2 et 1= 0,25 sont dans D, mais pas 3= 0,33333...

. L. a
Q est ’ensemble des nombres rationnels. C’est I’ensemble des nombres pouvant s’écrire sous la forme 3 avec

a € Z et b € N*. Les nombres 7, e, v/2 ne sont pas rationnels, on dit qu’ils sont irrationnels.

R est ’ensemble des nombres réels regroupant les nombres rationnels et irrationnels.
C’est I’ensemble usuel de nombres avec lequel on travaillera le plus souvent.

Tout ensemble de nombre que 'on prive de 0 sera noté avec x, comme N* et R*.

Considérer les nombres positifs d’un ensemble se notera avec un +, comme R .

On peut combiner ces deux écritures, par exemple I’ensemble des nombres réels strictement positifs, c¢’est-a-dire
positifs et différents de 0, se note R*..

Manipulation des fractions

Reégles de manipulation des fractions :
Soient a, b, ¢, d des nombres réels tels que b # 0, d # 0 (¢ # 0 si nécessaire).
L a_c ac . axd’ia ..a ¢ ad+bc
053~ W) =3 e
. a  ad 7 a N 3 ad
(IV) % - b (V) d - bd (Vl) % - bC
1
Remarque : On rappelle que : b~ ! = 7
Exercice n°l Simplifications de fractions
Simplifier “au maximum” les fractions suivantes :
5 21 3 3 1 3 11 143 1/9 1
A="x2=Z B=S =2 D=4+ E=_—__2- F= i Gg=—_-(2_=
7725 g’ 3’ 3T 2§ -3 5(7 8>’
B 1
=
1+ I+

Exercice n°2 Simplifications de fractions faisant intervenir une variable

Soit » un nombre entier naturel supérieur ou égal & 2. Peut-on simplifier les fractions suivantes ?
Si oui, faire la simplification.

(b)

n-+2 n-+2 1
T p_nDT=e i
50 + 10 1 7o

n—1 n—1

X — X ... X D=
n?—1

UIRN
1w
S

Manipulation des puissances

Régles de manipulation des puissances :

Soient @ et b des nombres réels (a # 0 ou b # 0 si nécessaire) et m, n des nombres entiers relatifs.

(i) am+n — aman (li) (anl)n — amn (lil) (a X b)n — anbn (1V> (%) — 27
n 1
Remarque : On rappelle que : b " = o
Exercice n°3 Réécriture d’expressions avec des puissances
Ecrire les expressions suivantes comme des produits de puissances de 2, 3 et 5 :
23 x 573
53 1000 35 x 273 4Ax925
A==, B=2x4x8"' C=_—, D=-"""°0 E=—X=
25° RS 51 x 267 (9-1 x 23)3 10% % 2

58



Exercice n°4 Reéécriture d’expressions avec des puissances

1 n
1. Soit n € N. En partant du membre de gauche, montrer que : 3" — 6" = 6" ((2> — 1).

1/3\" 1
2. Soit n € N. En partant du membre de gauche, montrer que : = (> = — (
1
3. Soit n € N. En partant du membre de gauche, montrer que : 21
2

4. Soit n € N. En partant du membre de gauche, montrer que :
2x4n+ (2 2+ ()" 1 (=
2 x4 — (=2)» 2_(_%)n 1+(_

(c) Manipulation de racines carrées

Soit & est un nombre réel positif. On appelle la racine carrée de x Punique nombre réel positif a vérifiant o = z, on

le note @ = v/z. Ainsi (\/5)2 =z

Régles de manipulation des racines carrées :

Soient @ et b des nombres réels positifs (b # 0 ou a # 0 si nécessaire)

(i) Vab = vavh (i) /%= Y2 (i) vh_ 1 (iv) Vb

b Vb

Remarque : On rappelle que : a2 = v/a.

b
7=

Exercice n°5 Simplifications de racines carrées
Simplifier les expression suivantes. Le dénominateur ne comportera plus de radical v/ .

A=V, B=vBivE c= L, poY3xvi2

\/g, —m, pOurxeR,E:\/l?.
X

(d) Les identités remarquables

Les trois identités remarquables de base :

Soient a, b et ¢ des nombres réels.

(i) (a +b)* = a® + 2ab + b* (ii) (a —b)? = a® — 2ab + b* (iii) (a — b)(a +b) = a® — b?

Ces identités servent a développer et & factoriser des expressions.

Exercice n°6 Développement et factorisation avec les identités remarquables

1. A T'aide des identités remarquables, simplifier les expressions suivantes o z, y désignent des réels.

(vV2+2)°

A=(@—yP+@+y? B=@+y’—(@—-y? C=(2+V5)x(2-v5), D="" E=1/3+2/2

3

2. Factoriser “au maximum” les expressions suivantes en utilisant une identité remarquable ou pas :

A=2?+5z, B=0Br—-2)(z+2)—(2+2)? C=4+4x+2?, D=1-2° FE=3zx—25

Méthode de la quantité conjuguée :
e Soient a,b € R. La quantité conjugué a v/a — Vb est v/a + Vb et vice-versa.
e Cette méthode permet de réécrire certaines expressions qui mettent en jeu des racines carrées.

4
V)

dénominateur (i.e. V6 + v/2) afin de faire apparaitre 'identité remarquable (a — b)(a + b), on obtient :

4 4 X\/6+\/§_ 4 (V6 ++2) _4(V6+V2) VI
VE—v2  Vo-v2 T VE+v2 (V6 V2) (VE+V2)  (vB) - (v2)© '

Par exemple, on considére le quotient

On multiplie et on divise par la quantité conjuguée associée au

Exercice n°7 Utiliser la quantité conjuguée
Réécrire les expressions suivantes. Le dénominateur ne comportera plus de radical v/ .
2 2+

B = V5

A= , B= :
VE—1 1+3




(e) Mises au point sur les équations et les inéquations

e Reégle du produit nul

Un produit de deux réels est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul.
Autrement dit, pour tous nombres réels a et b,

axb=0<=a=00U b=0

e Résolution d’équations
Une méthode pour résoudre une équation réelle :

Se ramener & A = 0, FACTORISER l’expression A et utiliser la régle du produit nul.

e Reégle des signes

a
Si on connait le signe des réels a et b, la régle des signes nous donne le signe de a X b et 7

@A priori, on ne connait le signe de a + b que dans le cas ou a et b sont de méme signe.

e Résolution d’inéquations

Une méthode pour résoudre une inéquation réelle :

Se ramener & A > 0 (ou A < 0), FACTORISER lexpression A et utiliser la régle des signes.

Exercice n°8 Résolutions d’équations et d’inéquations
1. Résoudre les équations d’inconnue x € R suivantes :

(A): 32+5=-22+1, (B): 2+2—(20+1)=-a+7, (C): Bz+5)6z—-4)=0, (D): 2>—4=0
(E): 22111:1

2. Résoudre les inéquations d’inconnue x € R suivantes :

r—1
20+1 "~

(A): 20 -5<z-9, (B): (z+1)(xz—=5)>0, (C): 2°+32<0, (D): (B): 422 =1 >0

(f) Racines et factorisation d’un trindome du second degré

Factorisation d’un trindéme du second degré :

Soient a,b,c € R avec a # 0. On considére le trindme de degré deux P(z) = az® + bz + c.

On note A le réel b* — 4ac, on appelle le discriminant de P.

Un réel 7 est une racine de P si et seulement si P(r) = ar® 4+ br + ¢ = 0.
e Si A > 0 alors P posséde deux racines réelles distinctes

—b—VA b+ VA
r = —— XTy9g = ———
2a 2a

Factorisation : P(x) = az® + bz + ¢ = a(x — z1)(x — 3)

e Si A =0 alors P posséde une unique racine réelle appelée “racine double”

== 2a

Factorisation : P(z) = az”® + br + ¢ = a(x — x1)*

e Si A < 0 alors P ne posséde pas de racines réelles.

Factorisation : P ne peut pas se factoriser comme un produit de deux polynémes de degré un a coefficients réels.

Exercice n°9 Factorisation et signe d’un trindme de degré deux
Soit z € R.

1. On considére le trindme du second degré : P(z) = —22? + 122 — 18.

(a) Donner, si possible, 'expression factorisée de P.

(b) Déterminer le signe de P(x) sur R.



2. On considére le trinome du second degré :  Q(x) = 2 + 2z — 2.

(a) Donner, si possible, 'expression factorisée de Q.

(b) Déterminer le signe de Q(z) sur R.
3. On considére le trindme du second degré :  R(z) = 2® +z + 1.

(a) Donner, si possible, 'expression factorisée de R.

(b) Déterminer le signe de R(z) sur R.

(g) Propriétés des fonctions exponentielles et logarithme népérien

Propriétés de la fonction exp :

Pour tous nombres réels z, y et tout Propriétés de la fonction In :

entier 7, on & : Pour tous nombres réels x, y strictement

e On note exp(z) = " positifs et tout entier n, on a :

e On note e = e' = exp(1) ~ 2,718 e In(1) =0etIn(e) =1

o1 o In(zy) = In(x) + In(y)
o Y — ooy e In(z") =nln(x)
o " =(e")" e In (w) =In(z) — In(y)
Y
° €$7y = i 1
y
¢ e In () = —In(z)
T
e 1
e ¢ T=—
efL’
Réciprocité des fonctions exp et In :
Pour tousz € Ret yc R}, ona: e’ =y <= z=In(y)
- vy 4 o In(z)
Attention ! : €™ #£e” 4 €Y et # In(x — y)
In(y)

Exercice n°10 Simplification d’expression avec exp et In

Simplifier chaque expression sous la forme proposée :

_ In(16) + In(64)

1. A= —F—————=
101n(2) + In(4)

sous la forme A = g avec ¢ € Q

€2 x ebr+3

?
2. B= W sous la forme B = e

ed x 12

6><2) sous la forme C' =m + nln(2) + pIn(3) avec m,n,p € Z.
e e

3. C’zln(



2. Seconde partie du travail : exercices sur les fonctions

Les points du programme a retravailler :

e Fonctions : continuité, dérivabilité, limites, convexité, représentation graphique, intégration

Les formules de dérivation vues au lycée doivent étre connues a la rentrée de septembre

Exercice n°11 Quelques calculs de dérivées

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la dérivée sur ’ensemble donné.

1 . 1
L f(z) =Va+ L powr & R%. 4. f(z) =In(1 — 2z) pour x € ]—oo; 3 [
2. f(x) = zIn(x) pour x € RY. 5. f(2) = =354 hour 5 € R,

—x 1
3. flx) = 1o, Powree R/ {2} 6. f(z)= (e +e””)2 pour z € R

Exercice n°12 Fonction exponentielle, calculs de limites et intégration

On considére la fonction f définie, pour tout = € R, par f(z) = 2¢® — ¢**. La fonction f est dérivable sur R.
On fixe un repére orthonormé (O, 1, j) et on note € la courbe représentative de f dans ce repére.

1. Résoudre I'équation f(z) =0 d’inconnue x € R. (factoriser f(x) par e® /)

2. (a) Calculer la limite de f en —oo. Interpréter géométriquement ce résultat.

(b) Calculer la limite de f en 4+o0. (factoriser f(x) par e !)
3. Etablir le tableau de variation de f sur R.

4. Tracer lallure de la courbe ¥. Vous représenterez les tangentes & ¥ paralléles & 'axe des abscisses et les
éventuelles asymptotes.

1
5. Montrer que la fonction F' définie, pour = € R, par F(z) = 2¢” — §€2$ est une primitive de f sur R.

0
6. Calculer I = / f(z)dz. Donner une interprétation géométrique de I.
—1

Exercice n°13 Fonction polynomiale, convexité, équation f(z) = k, inéquation f(z) <k
fr R — R
r — 2>—-3zx+1"
La fonction f est deux fois dérivable sur R car polynomiale.
On fixe un repére orthonormé (O, 4, j) et on note € la courbe représentative de f dans ce repére.

On considére la fonction f définie par

1. Déterminer les limites de f en —oo et +o0o. Justifier.
2. Etablir le tableau de variation de f.

3. (a) Déterminer, pour tout x € R, f”(z). Sur quel intervalle f est-elle convexe ? concave ?

(b) Justifier que le point d’abscisse 0 de € est un point d’inflexion.
4. Déterminer I’équation de la tangente T' a la courbe 4" au point d’abscisse 0.

5. Sur un méme graphique tracer les courbes € et T. Vous représenterez les tangentes a € paralléle a 'axe des
abscisses et les éventuelles asymptotes.

6. A l'aide du graphique, conjecturer 'ensemble des solutions de 'inéquation f(z) > 3, d’inconnue z € R.

7. A l'aide du graphique, conjecturer le nombre de solutions de I’équation f(z) = 4, d’inconnue = € R. Justifier
cette conjecture en utilisant un théoréme de votre cours de terminale.
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