Eléments de correction

1. Premiére partie du travail : le calcul algébrique

(a) Manipulation des fractions

Exercice n°1 Simplifications de fractions
5 21 5x21  5x7x3 3

A="x 2 = = - 2.
7% 25  7Tx2 Txbx5 5
3 3 3x3 9
B:§:3X7: X = =
P 2 2 2
3
s 3 1 3 1
C=3=3%373x3" 3’
1 3 1x7 3x2 746 13
D:* —_ = = = —
2+7 2><7+7><2 14 14
E_l 1 1x2 1x3 2-3 -1 1
12 8 12x2 8x3 24 24 24
polFi_a+d WP 57T 5 _Tx5 35
- 3 5 3~ 5=3 2 - - )
-5 5-5 % 5 4 2 4x2 8
Ce 1/9 1\ 1/9x8 1x7\ 1 _72-7 1X65_ 1x65  5x13 13
~ 5\7 8) 5\7x8 8x7) 5 56 556  5x56  5x56 56
B 1 B I 1 1 1 1 1 3
1 1 1 1 2 3,2 5 &
1+1+ﬁ 1+1+% 1+%+% 1+§ l+5 3+35 3 9

Exercice n°2 Simplifications de fractions faisant intervenir une variable

Soit n € N*.
_n+2  n+2 1
S hn+10 5x(n+2) 57
n+2 o S : e o
= e Pas de simplification immédiate, mais peut se réécrire de nombreuses facons intéressantes,
n
méditer les égalités suivantes :
n+2 nx(1+2) 142 n+2 n+4-2 n+4d 2 2
= = o= 1 ou encore B = = = — =1- .
n+4 nx(l—i-g) 1+2 n+4 n+4 n+4 n+4 n+4
C’flxgx%x ><n—li1><2><3><...><(n—2)><(n—l)72><3><...><(n—1)><17&
273747 n 2x3x..x(n—=2)xn—-1)xn 2x3x...x(n—1)xn n’
D:n—1: n—1 _ n—1 _ 1

n?—1 n?2-12 (n-1)n+1) n+1

(b) Manipulation des puissances

Exercice n°3 Reéécriture d’expressions avec des puissances
55 53
25 52 ’

B =92 x4%x8 ! =93« (22)5 % (23)—1 — 93 3 92%5 y 93x(=1) _ 93 910 \ 9=3 _ 93+10-3 _ 910 .

Y

On a la décomposition 1000 =2 x 500 =2 x 2x 250 =2 x 2x 2x 125 =2 x 2 x 2 x 5 x 25 = 2% x 53.

1000 23 x5 23 B .o a4 a4
TRk 28 2 xpl g8 X2 XOT =2 UXO




D ¥ %28 3x2F 3 %273 3¥ %273 3 x27 3% x 273 3% x 273
= (971 % 23)3 - (9_1)3 % (23)3 T 9-1x3  923x3 T 9-3 x99 (32)—3 % 29 T32x(=3) x 29 36 %929

3> 273

B?X?::SE"(’G)><2’3*9:2*12><3“;
23 x 573
p__ 4x25 _2x50 5% Px5Ex5Y 23 x 5348 O Bx5
0 102x2  4x25 T102x2  22x52x (2x5)2x21  22xB52x22x52x2l 222 x 5242
—
L T PT

2 x5t 25" 5t

Exercice n°4 Reéécriture d’expressions avec des puissances

reme (Go)-r () ()

o LYY L3\ (3\"T_ 18 3\ _19 (3\"7 _ 1 (3\"
"9\4) 9\4) \4 © 942 \4 916 \4 ~ 16 \4 '
1-(3H" 1-L4 1 2 1
3 (21) =— =2 1—):2—— - —
1_§ i on omn on—

(c) Manipulation de racines carrées

Exercice n°5 Simplifications de racines carrées
A:ﬁ:m:@xﬁ:Q\/g;
B=VT5+ V45 =v25 x 3+ vVIx5=v25 x vV3+ V9 x V5 =V52x V3+V32xVb=5V3+3V5;
_ 4 4 :2x2:i:\/§x\/§:\f2_

VB VAX2  2v2 V2 V2 ’
D:\/gxm:\/4x2x\/2x3x7:\/Zx\/ixﬂx\/gx\ﬁ:\@'

V3 x /56 V3 X VAX2xXT V3 X VAX V2 x VT ’

i >
Pour z e R, E=Vx :{ z st w20 = |z|.

C

—x si <0
Exemple : pour z =5 > 0, on a V52 = v/25 = 5 ; mais pour # = —5 < 0, on a \/(—5)2 = V25 = 5 = —(—5).

(d) Les identités remarquables

Exercice n°6 Développement et factorisation avec les identités remarquables

A=(z—y)?*+ (z+y)? =220y +y* + 2> + 22y + % =222 + 29> = 2(2% +4?) ;

e Méthode 1, on développe :

B=(z+y)’—(z—y)’ =" +2ay+y° — (2" — 20y +y°) = 2" + 2zy +y° — 2 + 20y — y° = day,

e Méthode 2, on factorise :

B = (z+y)*—(z=y)* = ((z+y) — (z—9) x (z+y) +(z—y)) = (x+y—z+y) x (r+y+z—y) = 2yx 2z = 4oy

C’:<2+\/5)><<2—\/5>:22—<\/5)2:4—5:—1;

2 2
242 2 2422422 244244 4 4

E:\/3+2\/§=\/1+2\/§+2=\/12+2f2+(ﬂ)2:\/(1+¢§)2:1+\/§.
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5 A=+ sr=xa+a5=x(x+5) =z(x+5);

B=0Br-2)(z+2)—(z+2?=0Bzx-2)(z+2)—(z+2(x+2) =(Bx—2)— (z+2)(z +2) =
Br—2—z-2)(z+2)=Q2r—-4)(z+2)=2(x—2)(x+2);

C=4+4x+2>=2>4+2224+2%=12+2)%,

D=1-2*=12-22=(1-2)1+2);

2
E =32-22% = 302222 = (3—22%).0 =2 <;) — x2> r =2z ( 2) —2?| =2z < ; - x) (\/i-ﬁ- :c)

Exercice n°7 Utiliser la quantité conjuguée

Ao 2 _ 2(vVh+1) _ 2(v5+1) _2(vh+1)  VE+1
VE—1 (V5-D(V5+1)  (v5)' -1 4 2
p_2+V5_Q2+VH(A-V3) 2-23+V5-VI5 2-2/3+V5-VI5
C1+V3 1+ VB(1—-VE) 12 — (v/3)2 B —2

:_22+_i\2/§+f+_:/2175:—1+\f—;\/5+;\/ﬁ

(e) Mises au point sur les équations et les inéquations

Exercice n°8 Résolutions d’équations et d’inéquations
1.
e Soitz€R. Ona:

3r+5=-2x+1<= 32 +5+2x = 2z + 1+2x
< br+5H=1
< b5r+5-5=1-5

< bhr=—-4
53:_—4
5 5

—r=—
T=y

4
L’équation (A) posséde pour unique solution —
e Soitxz€R. Ona:

r2+2—2z+1)=—2+4+T<=z+2-20—-1=—2+7
= —cr+1l=—-x+7
—1=7

Cette derniére égalité étant fausse, '’équation (B) ne posséde aucune solution.
e SoitxzeR. Ona:
(Bx+5)(6r—4)=0«<=3z+5=0 OU 62—4=0 |[régle du produit null
<~ 3r=-5 OU 6zx=4

-5 4 2
== 3 OU =z= 63
. . 2
Les solutions de ’équation (C') sont —3 et -.
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e Soitze€R. Ona:

2P —4=0=2>-2"=0
<= (r—2)(x+2) =0 [On factorise I'expression grace a une identité remarquable|
< x—-2=0 OU x+4+2=0 [régle du produit nul]
—=zx=2 0OU z=-2

Les solutions de ’équation (D) sont 2 et —2.

e Contrairement aux équations précédentes, 1'expression présente dans I’équation (EF) n’est pas définie
pour tout x € R. En effet, cette expression est bien définie a condition que le dénominateur ne s’annule
pas, ce qui arrive si et seulement si x # ——.

1

On dit alors que ’ensemble de définition de ’équation est R\ {—2}.

Dans les équations précédentes, cet ensemble était R.

Soit = € R\ {—;} On a:

r—1
2x +1

=l<<z—-1=2z+1 [2x+1#0]
= =2

L’équation (F) posséde une unique solution qui est —2.

e [’ensemble de définition est R.
Soit z € R. On a :

20 -5 <r—9<«<—=2r—5—ax<z—9—=x
—z—-5<-9
=z —5+5< -945
<— r< —4

L’ensemble des solutions de U'inéquation (A) est {z € R |z < —4} =] — o0 ; —4].

e [’ensemble de définition est R.
Pour résoudre 'inéquation (B), on cherche a déterminer quand ’expression factorisée du membre de
gauche est positive. On peut alors faire appelle & la régle des signes aprés avoir déterminer le signe de
chacun des facteurs.
On résume cela dans un tableau de signes :

x —00 —1 5 +00
x+1 - + +
=29 - - +
(z+1)(z —5) + - +

Ainsi, 'ensemble des solutions de I'inéquation (B) est {z € R |z < —1 OU 5 < a} =]—o00 —1]U[5; +o0.

e [’ensemble de définition est R.
Pour résoudre I'inéquation (B), on tente une approche similaire a I'inéquation précédente. Il faut donc
factoriser le membre de gauche.
Soit z€R,ona: 22 +32<0 < z(xz+3) <0.
Le tableau suivant donne le signe de xz(z + 3) pour z € R :



x —00 -3 0 +00
x+3 - + +
x - - +
x(x +3) + — +
Ainsi, 'ensemble des solutions de 'inéquation (C') est {z € R| —3 <z <0} = [-3;0].

1
e L’ensemble de définition est R\ {—}

2
Soit x € R\ {—;} On a:

;U—1< <:>SE—1 1<0
20 +1 — 20 +1 -
r—1 _21:+1<
20 +1 2x+1—
x—1—(2z+1)

= <0
2+ 1 -
—x — 2 <
20 +1 —
On conclut encore avec un tableau de signes :
1
x —00 -2 — +00
2
—r —2 + - —
20 +1 - - +
—x—2 _ n _
2z 41

Ainsi, 'ensemble des solutions de l'inéquation (D) est

{reR|z<-20U —;sx}:J—oo—a]u[—;;+oo[.

e [’ensemble de définition est R.

On commence par factoriser ’expression 422 — 1 pour = € R afin de pouvoir utiliser la régle des signes.

1

1 1
On a, pour tout z € R, 42® — 1 =14 (a;z —x@ )= 4z — 2) <x + 2> (identité remarquable).

1 1 1 1
Le nombre 4 étant positif, le signe de 4 (9: — 2) (ZL‘ + 2) est le signe de (:L‘ — 2) <x + 2).
Tableau de signes associé :

1 1
X — -5 = +o0
2 2
! + +
l‘+§
1
T g +
1 1
<x2> <x+2> + - +
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(f) Racines et factorisation d’un trindme du second degré

Exercice n°9 Factorisation et signe d’un trinéme de degré deux
Soit = € R.

1. (a) Le discriminant de P est 12% — 4 x (=2) x (=18) = 0. Le trinéme P posséde donc une unique

racine qui est = 3. La forme factorisée de P est donnée, pour tout x € R,

2 ><_(—2)
par P(z) = —2(z — 3)°.

(b) On en déduit directement que l’expression P(x) est négative pour tout = € R.

2. (a) Le discriminant de Q est 22 — 4 x 1 x (—2) = 12 est strictement positif. Le trinome Q posséde

—2—+12
donc deux racines réelles distinctes qui sont w1 - 1- V3et —1+/3.

La forme factorisée de Q) est donnée, pour tout = € R, par :

Q) = (v = (-1-v3)) (v = (-1+v3)).

(b) L’expression factorisée obtenue permet de déterminer le signe de Q(x) pour = € R par un tableau

de signe.
x —00 —1-3 143 +o0
r+1+3 - + +
z+1—+3 - - +
(z+1+V3) (e+1-V3) + - +

Ainsi, Q(z) est positif pour x € }—oo; —-1- \/g] U [—1 +3;+0 [ et négatif pour x € [—1 —V3,-1+3|.

3. (a) Lediscriminant de R est 12—4x1x1 = —3 est strictement négatif. Le trindéme R ne posséde aucune
racine réelle et ne peut donc étre factorisé comme un produit de deux fonctions polynomiales de
degré un.

(b) L’expression R(x) sera strictement positive pour tout = € R. En effet, pour tout = € R, on peut

écrire R sous forme canonique :

>0
—_——

1\> 3_3
2

=z +r+l=(z+ +2> .
R(x)xx1<x2>4>0

On pourra retenir le résultat suivant concernant le signe d’un trindme de degré deux :



Factorisation d’un trin6me du second degré :

Soient a,b,c € R avec a # 0. On considére le trinome de degré deux P(z) = az® + bz + c.

On note A le réel b? — 4ac, on Dappelle le discriminant de P.

Un réel 7 est une racine de P si et seulement si P(r) = ar® + br + ¢ = 0.
e Si A > 0 alors P posséde deux racines réelles distinctes

—-b— VA b+ VA
T = — Ty = ———
2a 2a

Factorisation : P(z) = a2z’ + bz + ¢ = a(z — x1)(x — x2)
e Si A =0 alors P posséde une unique racine réelle appelée “racine double”

—b

m=rs g,

Factorisation : P(z) = az® + bz + ¢ = a(z — 21)*

e Si A < 0 alors P ne posséde pas de racines réelles.

Factorisation : P ne peut pas se factoriser comme un produit de deux polynémes de degré un a
coefficients réels.

Signe d’un triné6me du second degré :

Les factorisations précédentes nous assurent que :

e Si A >0 le trinébme est du signe de a a 'extérieur de U'intervalle délimité par xq et x, et du signe
contraire a celui de a entre les racines.

e Si A =0 le trindbme est du signe de a et s’annule en x;.

e Si A <0 le trinébme est strictement du signe de a.

(g) Propriétés des fonctions exponentielles et logarithme népérien

Exercice n°10 Simplification d’expressions avec exp et In

| 4_ In(16) +In(64) _ In 2)+m(2%) m(2'x2%) (2" 10mlm(2) 10 5
" 10In(2) +In(4)  In(210) +1In(22)  In(219x22)  In(212)  12In(2) 12 6
x z)2 5z+3 x x z+(5x
0 B 3623; % 635 +3 _ (e*)" x e _ e x edrt2 _e +(52+3) et _ et
e” x 12 5 -6, 2 5 -6 2
3. C=1In v =In(e’>x12) —In(e™® xe?) =In(e’) +In(12) — (In (e7°) + In (&7))

=5+1In(12) — (=6 +2) = 9+1n(12) = 9+ In(2% x 3) = 9 + In(2?) + In(3) = 9 + 21n(2) + In(3).



2. Seconde partie du travail : exercices sur des thémes de lycée

Exercice n°11 Quelques calculs de dérivées

1 1 zyT-2
/ _ J—
1. PourtoutxeR*,f(x)—ﬁ—?—W.
1
2. Pour tout z € RY, f'(z) =1 x In(z) + = x - = In(x) 4 1.

L , . . . / / /
Dérivée d’un produit de fonction : (u x v)' =u' X v+ u x v'.

1 (=1) x (1 =2z) — (—z) x (—2) -1
3. Pour tout z € R/ < = &, f/(z) = = :
our tout & /{2}’f(x) (1 22)?2 (1 22)2
e . u\’ u XxXv—uxwv
Dérivée d'un quotient : <7) =—5
v v
4. Pour tout z € e T P D"’dl()'(l())’_UI
. Pour tout = 00; 5 |» f(#) = 75— = g7 Dérivée de In(u) : (In(u))" = —

5. Pour tout z € R, f'(z) = (22 — 3)ex2_3x+1. Dérivée de e* : (") =u' x e"
6. Pour tout z € R, f'(z) =2 x (=27 + %) x (e7* +¢€%). Dérivée de u” : (uz)/ =2xu xu

Exercice n°12 Fonction exponentielle, calculs de limites et intégration

On considére la fonction f définie, pour tout x € R, par f(x) = 2¢” — e?*. La fonction f est dérivable sur R.
On fixe un repére orthonormé (O, 1, j) et on note € la courbe représentative de f dans ce repére.

1. Rappel : Pour tous z,y € R, " = ¢ x €Y.
Soit 2 € R. On commence par écrire la factorisation : f(z) = 2e” —e?® = 2 x e” —e” x e = €%(2 —€%).
Ainsi :
flz) =0 <= e*(2—-€")=0
< e"=0 0OU e"=2
= " =2
<= z =In(2)
Rappel : On a conclut grace a la réciprocité des fonctions exponentielle et logarithme népérien :
pour tout z € R et tout y € RY, e =y < z = In(y).
L’équation d’inconnue = € R, f(z) = 0 posséde pour unique solution In(2).
2. (a) Rappel: lim e*=0.
T—r—00
Ainsi, comme lim 2z = —oco, lim e* = 0. Par somme on obtient lim 2e® — 2% = 0.
T—r—00 T—>—00 T—>—00
Rappel : comme lim f(z) = 0, la droite d’équation y = 0 est asymptote (horizontale) a la
T—>—00
courbe représentative de f au voisinage de —oo.

(b) La limite lim 2e® — e?® écrit sous cette forme, est indéterminée.

T—>+00

Rappel :  lim e* = +cc.
T—r+00

Eneffet, lim 2e* = 4+ooet lim €?* = 400, ¢’est donc une forme indéterminée du type oo — co.
T—+00 T—+00

Pour lever une forme indéterminée au voisinage de oo, on factorise par le terme dominant (qui est

ici €2*), ce qui donne :
pour tout = € R, f(z) = 2¢” — ** = €* (27" — 1).
Comme lim —x = —oo,ona lim e ®=0e¢t donc lim e *—1= —1. D’ou, par produit,
T—+00 x—+00 T—+00
lim e?* (2@7” — 1) = —00.
Tr——+00

3. On rappelle pourquoi la fonction f est dérivable sur R : La fonction f est dérivable sur R comme
somme de fonctions dérivables sur R.
On calcule la dérivée : De plus, pour tout = € R, f'(z) = 2e* — 2¢*® = 2¢*(1 — €%).
On étudie le signe de f'(z) sur R : Comme, pour tout # € R, 2¢” > 0, le signe de f/(x) est le signe de



1 —e”. Il reste donc a étudier le signe de 1 — e* pour x € R ; pour cela on résout une inéquation, par
exemple : 1 —e” <0.
Soit x € R.

1-e"<0 = 1<¢”
<= In(1) <In(e®) [Par stricte croissance de In sur RY |
<~ 0<z
Donc, pour tout z € R, f'(z) < 0 si et seulement si z € [0;+00[ et on montrerait de méme que

f'(z) > 0 si et seulement si x €] — 003 0].
On établit le tableau de variation de f:

x —00 0 “+00
f(x) + -
1
; \
0 —00

Tangente horizontale (f'(0)|= 0)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 l“(-)) 1 2 3 4 5

Asymptote horizontale d’équation y =0

¢

5. La fonction F' est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R et, pour tout x € R,

1
F'(z) = 2¢* — 3 X 2 x 2% = 2¢” — ¢** = f(x). Donc F est une primitive de f sur R.

6. Grace a la question précédente, on a

- | ' fla)de = [F@), = F(O) - F(-1) = (2e0 - ;) - (261 - ;ezw) -

e 2e?’



Exercice n°13 Fonction polynomiale, convexité, équation f(z) =k, inéquation f(z) <k
R — R

zr — 22 —3zx+1"

La fonction f est deux fois dérivable sur R car polynomiale.

On fixe un repére orthonormé (O, i, j) et on note % la courbe représentative de f dans ce repére.

On considére la fonction f définie par

1. La limite en +00 comme en —oo sont des formes indéterminée du type oo — co. Comme dans I'exercice
précédent, on léve cette indétermination en factorisant par le terme dominant en +oo (ou —o0). Ici le
terme dominant, en +00 comme en —oo, est z3. On a, pour tout z € R, la factorisation :

, 3r 1 1\ /1\?

1
Comme lim 3 =400 et lim = =0, on a par somme et produit de limites :

r—+00 r—+oco
1\ /1)°
lim 2° (13 () - <> = +00.
T—>+00 x €T
D’ou Igrfoof(:c) = +00.
1
De méme, comme lim 2° = —ocoet lim — =0,ona lim f(z)= —oc.
T—r—00 T——00 I T—r—00

2. La fonction f est dérivable sur R car polynomiale. De plus, pour tout x € R, f/(x) = 322 —3. L’objectif
étant d’étudier le signe de dérivée sur R, on factorise la dérivée : f'(z) = 3(2® — 1) = 3(x + 1)(z — 1).
Ainsi, pour tout z € R, f'(x) <0 si et seulement si [—1;1].

On en déduit le tableau de variation suivant :

T —00 -1 1 +0o0
f(z) + - +
3 400
—00 -1

3. (a) La fonction f’ est dérivable car polynomiale. On a, pour tout z € R, f”(x) = (f')/(z) = 6x. La
dérivée seconde de f est donc positive sur [0; +0o0o[ et négative sur | — 0o;0]. Ainsi, f est convexe
sur [0; +-00[ et concave sur | — oo; 0].

(b) La dérivée seconde s’annule et change de signe en 0. Donc la point d’abscisse 0 est un point
d’inflexion (le graphe de la fonction “passe’de concave a convexe).

4. Rappel : si une fonction f est dérivable en un point a de son ensemble de définition, sa courbe
représentative admet une tangente 7T,, au point d’abscisse a, qui a pour équation : T, : y = f'(a)(z —
a) + f(a).
L’équation de la tangente au point d’abscisse 0 est donnée par : T : y = f(0)z + £(0)
ie. T:y=-3x+ 1.

10



Tangente horizontale (g
f(=1) =0 f
2
1
-5 -4 -3 -3 -1 0 1 2 3 4 5 6
Tangente horizontale
!
1 f1)=0
-2
Tangente au point d’abscisse (
T:y=-3r+1
-3
4
¥ =
1
1
1 1
1 1
i 2 i
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
i 1 i
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
-3 -3 X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
i L’ensemble des solutions de I'inéquation
f(x) > 3 d’inconnue x € Rest : {-1} U] [2;4+0o0]
-2
-3
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-1

Graphiquement, [1'équation f(x) = 4 d’inconnue 2 € R posseéde une unique solution

-2

] 3
Grace au tableau de variation obtenu & la question 2., on sait que sur l'intervalle | — oo; 1] a pour
maximum 3, ainsi 'équation f(z) = 4 ne posséde aucune solution sur cet intervalle.
Sur 'intervalle [1; +o00[, la fonction f est continue et strictement croissante. Le théoréme des valeurs
intermédiaires (cas strictement monotone) nous assure que tout élément de l'intervalle image
f([1;400[) = [~1; 400 posséde un unique antécédente par f. En particulier, comme 4 € [—1;4o00],
4 posséde un unique antécédent par f appartenant a [1;+oo[. Autrement dit, I'équation f(z) = 4
d’inconnue x € R posséde une unique solution zy qui est dans [1;4+o0c0[. On peut obtenir une valeur
approchée de cette solution a ’aide d’un tableur par exemple, on trouve 2.1 < zg < 2.2.
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